a. s. aNTONOW, wL. w. wOEWODIN, w. m. rEPIN

aLGORITM KANONIZACII OPISANIQ STRUKTURY PROGRAMM W RAMKAH LINEJNOJ MODELI^�

1 wWEDENIE

dOKAZANO, ^TO DLQ BOLX[OGO KLASSA PROGRAMM MOVNO POSTROITX PARA- METRI^ESKOE OPISANIE IH GRAFA ALGORITMA (INFORMACIONNOJ ISTORII) SREDSTWAMI TOLXKO STATI^ESKOGO ANALIZA W SLEDU@]EM WIDE [1,2]. dLQ KAVDOGO WHODA KAVDOGO OPERATORA ANALIZIRUEMOJ PROGRAMMY UKAZYWA- ETSQ KONE^NOE ^ISLO TROEK (F, Δ_I , Δ_N ). Δ_N — LINEJNYJ MNOGOGRANNIK W PROSTRANSTWE Ω_N WNE[NIH PEREMENNYH PROGRAMMY, ZNA^ENIQ KOTO- RYH NA MOMENT POSTROENIQ GRAFA NEIZWESTNY. Δ_I — LINEJNYJ MNOGO- GRANNIK W PROSTRANSTWE ITERACIJ Ω_I , RAZMERY I POLOVENIE KOTOROGO MOGUT ZAWISETX OT TO^EK MNOGOGRANNIKA ΔN . fUNKCIQ F LINEJNAQ I IMEET WID F = Jx + ΦN, GDE N — “TO WEKTOR WNE[NIH PEREMENNYH PROGRAMMY, A J, Φ — CELO^ISLENNYE MATRICY. oBLASTX@ OPREDELENIQ FUNKCII F QWLQETSQ MNOGOGRANNIK Δ_I . zNA^ENIQMI FUNKCIJ QWLQ@T- SQ TO^KI PROSTRANSTWA ITERACIJ, PRI^EM TO^KA x ZADAET KONE^NU@ WER[INU DUGI, A WYRAVENIE Jx + ΦN — NA^ALXNU@.

mNOGOGRANNIKI Δ_I I Δ_N ZADA@TSQ SISTEMAMI LINEJNYH URAWNENIJ I NERAWENSTW S CELO^ISLENNYMI KO“FFICIENTAMI, I NIKAKIH DOPOLNI- TELXNYH OGRANI^ENIJ NA NIH, WOOB]E GOWORQ, NE NAKLADYWAETSQ. wME- STE S TEM, ^ASTO WOZNIKAET NEOBHODIMOSTX PRIWESTI DANNOE OPISANIE K

KANONI^ESKOJ FORME, KOTORAQ PODRAZUMEWAET WYPOLNENIE SLEDU@]IH

USLOWIJ:

�rABOTA PODDERVANA rOSSIJSKIM fONDOM fUNDAMENTALXNYH iSSLEDOWANIJ, GRANT 96–

01–01433

• NIKAKIE IZ MNOGOGRANNIKOW Δ_I , Δ_N NE QWLQ@TSQ CELO^ISLENNO PUSTYMI, T.E. WSE ONI SODERVAT HOTQ BY ODNU TO^KU S CELO^ISLENNYMI KOORDINATAMI;

• NI ODNO IZ OGRANI^ENIJ MNOGOGRANNIKOW Δ_I , Δ_N NE QWLQETSQ IZ- BYTO^NYM;

• NI ODNO IZ REBER MNOGOGRANNIKOW Δ_I NE MOVET STQGIWATXSQ W TO^- KU NI PRI KAKIH ZNA^ENIQH WNE[NIH PEREMENNYH IZ SOOTWETSTWU@]EGO MNOGOGRANNIKA Δ_N .

nEOBHODIMOSTX PRIWEDENIQ K KANONI^ESKOJ FORME WOZNIKAET PO MNO- GIM PRI^INAM. wO-PERWYH, W PROCESSE POSTROENIQ SAMOGO GRAFA ALGO- RITMA VELATELXNO SRAZU WYKIDYWATX PUSTYE MNOGOGRANNIKI, TAK KAK W PROTIWNOM SLU^AE WREMQ POSTROENIQ MOVET ZNA^ITELXNO UWELI^ITXSQ (ZDESX I DALEE POD PUSTOTOJ BUDEM PONIMATX OTSUTSTWIE W MNOGOGRANNI- KE TO^KI S CELO^ISLENNYMI KOORDINATAMI). wO-WTORYH, MNOGIE SWOJ- STWA PROGRAMM, OPREDELQEMYE PO WIDU FUNKCIJ F , MOGUT ISKAVATXSQ IMENNO NA PUSTYH OBLASTQH, ^TO NEDOPUSTIMO, I PO“TOMU WSE TROJKI S PUSTYMI OBLASTQMI DOLVNY BYTX UDALENY. w-TRETXIH, DLQ GENERACII “FFEKTIWNYH PROGRAMM W OPISANII MNOGOGRANNIKOW NE DOLVNO BYTX IZBYTO^NYH OGRANI^ENIJ, TAK KAK “TO PRIWEDET K POQWLENI@ LI[NIH PROWEROK W USLOWNYH OPERATORAH NOWOJ PROGRAMMY. i, NAKONEC, CE- LYJ KLASS METODOW ANALIZA STRUKTURY I SWOJSTW PROGRAMM TREBUET WYPOLNENIQ POSLEDNEGO USLOWIQ KANONI^ESKOGO OPISANIQ, KOTOROE GA- RANTIRUET SOHRANNOSTX “FORMY” WSEH MNOGOGRANNIKOW Δ_I .

dANNAQ METODIKA KANONIZACII SRAZU ORIENTIROWANA NA PRAKTI^E- SKOE PRIMENENIE. sNA^ALA IZLAGA@TSQ PROSTYE, NO “FFEKTIWNYE ME- TODY, OSNOWANNYE NA DOSTATO^NYH USLOWIQH I RABOTA@]IE W BOLX[IN- STWE REALXNYH SITUACIJ, I LI[X W KONCE IDET POLNAQ PROWERKA.

iTAK, PUSTX DANA OBLASTX W PROSTRANSTWE ITERACIJ Δ_I = {AI ≤

BN + C}, GDE I ∈ Z^{n×1} — WEKTOR PARAMETROW CIKLOW, N ∈ Z^{k×1} — WEK-

TOR WNE[NIH PEREMENNYH, A ∈ Z^{m×n}, B ∈ Z^{m×k} I C ∈ Z^{m×1} — ZADAN- NYE MATRICY I WEKTOR. kROME TOGO, ZADANY OGRANI^ENIQ NA WNE[NIE PEREMENNYE Δ_N = {F N ≤ D}, GDE F ∈ Z^{l×k} I D ∈ Z^{l×1} — ZADANNYE MATRICA I WEKTOR. w NEKOTORYH SLU^AQH W OPISANII OBLASTEJ Δ_N I Δ_I

WMESTO NERAWENSTW MOGUT BYTX RAWENSTWA. w DALXNEJ[EM, I RAWENSTWA, I NERAWENSTWA BUDEM NAZYWATX OGRANI^ENIQMI.

oPISYWAEMYJ DALEE ALGORITM KANONIZACII OPIRAETSQ NA RABOTU

[3]. wSE DEJSTWIQ ALGORITMA PROIZWODQTSQ NAD OGRANI^ENIQMI S CE-

LO^ISLENNYMI KO“FFICIENTAMI. w DALXNEJ[EM SU]ESTWENNO, ^TO NI ODNO DEJSTWIE ALGORITMA NE NARU[AET “TOGO USLOWIQ.

2 oPISANIE ALGORITMA KANONIZACII

2.1 nORMALIZACIQ

sNA^ALA PROIZWODITSQ PROCESS, NAZYWAEMYJ W [3] NORMALIZACIEJ. oN ZAKL@^AETSQ W PRIWEDENII nod KO“FFICIENTOW PRI PEREMENNYH W OPI- SANII OBLASTEJ Δ_I I Δ_N K 1. kROME TOGO, ^TO NORMALIZACIQ NEOBHODI- MA DLQ PROWEDENIQ oMEGA-TESTA, OPISYWAEMOGO DALEE, ONA POLEZNA I PO DRUGIM SOOBRAVENIQM. wO-PERWYH, UMENX[A@TSQ ABSOL@TNYE ZNA^E- NIQ KO“FFICIENTOW PRI PEREMENNYH. wO-WTORYH, W NEKOTORYH SLU^AQH POSLE NORMALIZACII OBLASTX SUVAETSQ, ILI UPRO]AETSQ DALXNEJ[IJ ANALIZ. nAPRIMER, PRI POISKE PARALLELXNYH GIPERPLOSKOSTEJ DO NOR- MALIZACII NUVNO ISKATX OGRANI^ENIQ S PROPORCIONALXNYMI KO“FFI- CIENTAMI, A POSLE NORMALIZACII — LI[X S ODINAKOWYMI PO MODUL@ KO“FFICIENTAMI.

dLQ TOGO, ^TOBY NORMALIZOWATX OGRANI^ENIE a_1i_1 + . . . + a_ni_n ≤

b_1n_1 + . . . + b_kn_k + c, WY^ISLQETSQ NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX g KO“F-

FICIENTOW a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_k, I WSE KO“FFICIENTY, WKL@^AQ c, DELQT- SQ NA g. eSLI c NE DELITSQ NACELO NA g, TO W KA^ESTWE SWOBODNOGO ^LENA BERËTSQ ⌊c/g⌋, PRI “TOM GIPERPLOSKOSTX W PROSTRANSTWE Ω_I × Ω_N , SO- OTWETSTWU@]AQ OGRANI^ENI@, SDWIGAETSQ DO BLIVAJ[EJ CELO^ISLEN- NOJ TO^KI, A ANALIZIRUEMAQ OBLASTX SUVAETSQ. eSLI NORMALIZUETSQ OGRANI^ENIE-RAWENSTWO a_1i_1 + . . . + a_ni_n = b_1n_1 + . . . + b_kn_k + c, I S NE DELITSQ NACELO NA g, TO DANNOE URAWNENIE NE IMEET CELO^ISLENNYH RE[ENIJ, I, SLEDOWATELXNO, WSQ OBLASTX BUDET CELO^ISLENNO PUSTOJ. tAKIM OBRAZOM NORMALIZU@TSQ OGRANI^ENIQ KAK IZ Δ_I , TAK I IZ Δ_N .

2.2 iSKL@^ENIE PEREMENNYH IZ RAWENSTW

dLQ ISKL@^ENIQ PEREMENNOJ IZ RAWENSTWA NEDOSTATO^NO DEJSTWOWATX OBY^NYM METODOM — DOMNOVENIEM KO“FFICIENTOW OGRANI^ENIQ NA KO- “FFICIENT IZ DRUGOGO OGRANI^ENIQ PRI ISKL@^AEMOJ PEREMENNOJ, TAK KAK W “TOM SLU^AE MOVNO RE[ITX TOLXKO ZADA^U OPREDELENIQ RACIO- NALXNOJ NEPUSTOTY OBLASTI, POSLE ^EGO OSTAETSQ NERE[ENNYM WOPROS, PRINADLEVIT LI OBLASTI HOTQ BY ODNA CELO^ISLENNAQ TO^KA.

iSKL@^ENIE PEREMENNYH IZ RAWENSTW, IZLOVENNOE W [3], POZWOLQET UMENX[ITX RAZMERNOSTX RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI I UPROSTITX WSE PO- SLEDU@]IE ALGORITMY. pRI “TOM KO“FFICIENT PRI ISKL@^AEMOJ PERE- MENNOJ WSEGDA PRIWODITSQ K EDINICE, ^TO POZWOLQET RE[ITX NE TOLXKO ZADA^U OPREDELENIQ RACIONALXNOJ NEPUSTOTY, NO I ZADA^U OPREDELENIQ CELO^ISLENNOJ NEPUSTOTY.

2.2.1 iSKL@^ENIE PEREMENNYH IZ RAWENSTW, WHODQ]IH W OPI- SANIE OBLASTI IZ PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH

~TOBY ISKL@^ITX PEREMENNU@ IZ RAWENSTWA f_1n_1 + . . . + f_kn_k = d, WHO- DQ]EGO W OPISANIE OBLASTI IZ PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH, SNA- ^ALA PROWERIM, NET LI TAKOGO j, ^TO |f_j| = 1. eSLI TAKOE j ESTX, TO PROSTO WYRAVAEM PEREMENNU@ n_j ^EREZ OSTALXNYE PEREMENNYE I SWO- BODNYJ ^LEN, POSLE ^EGO WYRAVENIE DLQ n_j PODSTAWLQEM WO WSE OSTALX- NYE OGRANI^ENIQ.

eSLI OGRANI^ENIE NE SODERVIT KO“FFICIENTOW, PO MODUL@ RAWNYH 1, TO OBOZNA^IM ^EREZ p KO“FFICIENT S NAIMENX[IM ABSOL@TNYM ZNA- ^ENIEM, I PUSTX s = |f_p| + 1. oPREDELIM^^mod SLEDU@]IM OBRAZOM: a^^mod b = a − b⌊a/b + 1/2⌋. oPREDELIM NOWU@ PEREMENNU@ σ TAKU@, ^TO sσ =^∑_j (f_j^^mod s)n_j + d^^mod s.

zAMETIM, ^TO f_p^^mod s = −sign(f_p). pO“TOMU WYRAZIM IZ DANNOGO RAWENSTWA PEREMENNU@ n_p: n_p = −sign(f_p)sσ +^∑_{j≠p} sign(f_p)(f_j^^mod s)n_j + sign(f_p)d^^mod s I PODSTAWIM WO WSE OGRANI^ENIQ. dLQ ISHODNOGO RAWENSTWA POSLE POD- STANOWOK I NORMALIZACII POLU^IM −|f_p|σ +^∑_{j≠p}^(⌊f_j/s + 1/2⌋ + (f_j^^mod s)^) n_j + ⌊d/s + 1/2⌋ + d^^mod s = 0. mODULX KO“FFICIENTA PRI PEREMENNOJ σ POLU^AETSQ RAWNYM MODUL@ KO“FFICIENTA PRI ISHODNOJ PEREMENNOJ n_p, A WSE OSTALXNYE KO“FFI- CIENTY UMENX[A@TSQ PO KRAJNEJ MERE W POLTORA RAZA. pO“TOMU POSLE NESKOLXKIH POWTORENIJ “TOGO ALGORITMA PRI KAKOJ-NIBUDX PEREMENNOJ POLU^ITSQ KO“FFICIENT, PO MODUL@ RAWNYJ 1, ^TO POZWOLIT NAM IS- KL@^ITX “TU PEREMENNU@.

tAKIM OBRAZOM MOVNO ISKL@^ITX STOLXKO PEREMENNYH, SKOLXKO IME- ETSQ RAWENSTW W OPISANII OBLASTI Δ_N . sOOTWETSTWENNO NA STOLXKO VE UMENX[ITSQ RAZMERNOSTX PROSTRANSTW Ω_N I Ω_I × Ω_N .

2.2.2 iSKL@^ENIE PEREMENNYH IZ RAWENSTW, WHODQ]IH W OPI- SANIE OBLASTI IZ PROSTRANSTWA ITERACIJ

iSKL@^ATXSQ IZ RAWENSTW, WHODQ]IH W OPISANIE OBLASTI PROSTRANSTWA ITERACIJ, DOLVNY TOLXKO PEREMENNYE PROSTRANSTWA ITERACIJ, LIBO, ESLI POSLE NEKOTOROGO KOLI^ESTWA ISKL@^ENIJ W RAWENSTWE OSTANUTSQ TOLXKO WNE[NIE PEREMENNYE, TO ISKL@^AETSQ ODNA IZ NIH S ZAPOMINA- NIEM WYPOLNQEMYH PODSTANOWOK. pODSTANOWKI PRI ISKL@^ENII I PRI WWEDENII NOWYH PEREMENNYH DOLVNY ZAPOMINATXSQ DLQ POSLEDU@]EGO DOBAWLENIQ K OPISANIQM CELO^ISLENNO NEPUSTYH OBLASTEJ.

rASSMOTRIM ODNO IZ OGRANI^ENIJ-RAWENSTW, WHODQ]IH W OPISANIE OBLASTI PROSTRANSTWA ITERACIJ: Γ = a_1i_1 + . . . + a_ni_n = b_1n_1 + . . . +

b_kn_k + c. pOSLE NORMALIZACII NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX KO“FFI-

CIENTOW PRI WSEH PEREMENNYH RAWEN 1, ODNAKO DLQ KO“FFICIENTOW PRI

PEREMENNYH PROSTRANSTWA ITERACIJ “TO MOVET BYTX NE TAK. pUSTX g — NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX KO“FFICIENTOW PRI PEREMENNYH PRO- STRANSTWA ITERACIJ. tOGDA

• ESLI g = 0, TO W OGRANI^ENIE WHODQT TOLXKO WNE[NIE PEREMENNYE;

W “TOM SLU^AE OPISANNYM RANEE OBRAZOM ISKL@^AETSQ ODNA IZ NIH S ZAPOMINANIEM PROIZWODIMYH PODSTANOWOK;

• ESLI g = 1, TO ISKL@^AEM ODNU IZ PEREMENNYH PROSTRANSTWA ITERACIJ ANALOGI^NO TOMU, ^TO BYLO OPISANO DLQ PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH;

• ESLI g > 1, TO WWODIM NOWU@ PEREMENNU@ σ I DOBAWLQEM OGRANI- ^ENIE gσ =^{n∑}_{j=1}(a_j^^mod g)i_j −^{k∑}_{j=1}(b_j^^mod g)n_j − (c^^mod g). pEREMENNU@ σ W DALXNEJ[EM ISPOLXZUEM KAK WNE[N@@ PEREMEN- NU@. pOSLE ISKL@^ENIQ PEREMENNOJ IZ POLU^ENNOGO RAWENSTWA I NORMALIZACII POLU^AEM, ^TO W ISHODNOM RAWENSTWE NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX KO“FFICIENTOW PRI PEREMENNYH PROSTRANSTWA ITERACIJ RAWEN 1.

tAKIM OBRAZOM MOVNO ISKL@^ITX STOLXKO PEREMENNYH, SKOLXKO IME- ETSQ RAWENSTW W OPISANII OBLASTI Δ_I . sOOTWETSTWENNO NA STOLXKO VE UMENX[ITSQ RAZMERNOSTX PROSTRANSTW Ω_I I Ω_I × Ω_N .

2.3 —WRISTI^ESKIE METODY

pRIMENQEMYE ZDESX “WRISTIKI NE DA@T POLNOGO I TO^NOGO RE[ENIQ W OB]EM SLU^AE, NO, KAK POKAZYWAET PRAKTIKA, POZWOLQ@T POKRYTX DO- STATO^NO BOLX[OJ KLASS REALXNYH FRAGMENTOW PROGRAMM. pRI “TOM WAVNO, ^TO OPISYWAEMYE “WRISTIKI DOSTATO^NO PROSTYE I PROWERQ@T- SQ BYSTRO. sNA^ALA I]EM PARALLELXNYE GIPERPLOSKOSTI

Γ_i = a_{i1}i_1 + . . . + a_{in}i_n ≤ b_{i1}n_1 + . . . + b_{ik}n_k + c_i,

Γ_j = a_{j1}i_1 + . . . + a_{jn}i_n ≤ b_{j1}n_1 + . . . + b_{jk}n_k + c_j, 1 ≤ i ≠ j ≤ m,

TAKIE, ^TO^{ai1}_{aj1} = . . . =^{aik}_{ajk} = p.

uMNOVAQ OGRANI^ENIE Γ_i NA |a_{j1}| I OGRANI^ENIE Γ_j NA |a_{i1}|, POLU^IM

Γ^′_i = a^′_{i1}i_1 + . . . + a^′_{in}i_n ≤ b^′_{i1}n_1 + . . . + b^′_{ik}n_k + c^′_i, Γ^′_j = a^′_{j1}i_1 + . . . + a^′_{jn}i_n ≤ b^′_{j1}n_1 + . . . + b^′_{jk}n_k + c^′_j, 1 ≤ i ≠ j ≤ m,

GDE^{a0i1}_a0_{j1} = . . . =^{a0ik}_a0_{jk} = p^′, GDE p^′ = 1 ILI p^′ = −1.

w PERWOM SLU^AE (p^′ = 1) I]EM I OTBRASYWAEM IZBYTO^NYE NERAWEN- STWA: ESLI b^′_{i1}n_1+. . .+b^′_{ik}n_k+c^′_i ≤ b^′_{j1}n_1+. . .+b^′_{jk}n_k+c^′_j, TO OGRANI^ENIE Γ^′_j QWLQETSQ IZBYTO^NYM, I EGO MOVNO OTBROSITX, INA^E MOVNO OTBROSITX IZBYTO^NOE OGRANI^ENIE Γ^′_i. pRI “TOM WSQ OBLASTX Ω_N PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH MOVET RAZBITXSQ NA DWE PODOBLASTI, W ODNOJ IZ KOTORYH IZBYTO^NO OGRANI^ENIE Γ^′_i, A W DRUGOJ — Γ^′_j. w DALXNEJ[EM DLQ OBEIH OBLASTEJ STROITSQ KANONI^ESKOE PREDSTAWLENIE.

wO WTOROM SLU^AE (p^′ = −1) POLU^AEM SLOJ, W KOTOROM MOGUT RASPO- LAGATXSQ CELO^ISLENNYE TO^KI:

−(b^′_{j1}n_1 + . . . + b^′_{jk}n_k + c^′_j ) ≤ a^′_{i1}n_1 + . . . + a^′_{ik}n_k ≤ b^′_{i1}n_1 + . . . + b^′_{ik}n_k + c^′_i.

dLQ NEGO PROIZWODIM SLEDU@]IE PROWERKI:

1. pROWERKA NA PROTIWORE^IWOSTX (RACIONALXNAQ PUSTOTA): ESLI DLQ KAKOJ-LIBO PARY PARALLELXNYH GIPERPLOSKOSTEJ −(b^′_{j1}n_1 +

. . . + b^′_{jk}n_k + c^′_j ) > b^′_{i1}n_1 + . . . + b^′_{ik}n_k + c^′_i, TO OBLASTX QWLQETSQ

RACIONALXNO (A ZNA^IT I CELO^ISLENNO) PUSTOJ, PO“TOMU PROTI- WOPOLOVNOE USLOWIE DOBAWLQETSQ K OGRANI^ENIQM PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH.

2. pOISK PROTIWOPOLOVNYH NERAWENSTW, ZAMENA IH NA RAWENSTWA I ISKL@^ENIE PEREMENNYH IZ “TIH RAWENSTW: ESLI −(b^′_{j1}n_1 + . . . +

b^′_{jk}n_k +c^′_j) = b^′_{i1}n_1 +. . .+b^′_{ik}n_k +c^′_i, TO ZAMENQEM “TI DWA NERAWENSTWA

NA RAWENSTWO a^′_{i1}n_1+. . .+a^′_{ik}n_k = b^′_{i1}n_1+. . .+b^′_{ik}n_k +c^′_i I PROIZWODIM ISKL@^ENIE PEREMENNOJ IZ DANNOGO RAWENSTWA.

3. nEOBHODIMOE USLOWIE CELO^ISLENNOJ NEPUSTOTY OBLASTI, W OPISA- NIE KOTOROJ WHODQT PARY PARALLELXNYH GIPERPLOSKOSTEJ — MEV- DU TAKIMI GIPERPLOSKOSTQMI DOLVNA BYTX PO KRAJNEJ MERE ODNA

CELO^ISLENNAQ TO^KA: DOLVNO ∃s ∈ Z :

−(b^′_{j1}n_1 + . . . + b^′_{jk}n_k + c^′_j ) ≤ s ≤ b^′_{i1}n_1 + . . . + b^′_{ik}n_k + c^′_i

I a^′_{i1}n_1 + . . . + a^′_{ik}n_k = s. wTOROE WERNO ⇔ s = rq, GDE r ∈ Z, A q = n od (a^′_{i1}, . . . , a^′_{ik}). pO“TOMU DOLVNO ∃r ∈ Z :^{−(b0j1n1+...+b0jknk+c0j )}_q ≤ r ≤^{b0i1n1+...+b0iknk+c0i} q . —TIM DOBAWLQETSQ DOPOLNITELXNOE OGRANI^E- NIE NA WNE[NIE PEREMENNYE. dLQ PARALLELXNYH GIPERPLOSKOSTEJ W PROSTRANSTWE WNE[NIH PEREMENNYH PROWERKA TAKOGO USLOWIQ ZA- KL@^AETSQ TOLXKO W SRAWNENII SWOBODNYH ^LENOW.

4. eSLI OBLASTX ZADANA PARAMI GIPERPLOSKOSTEJ, PARALLELXNYH OSQM KOORDINAT, TO PREDYDU]EE USLOWIE STANOWITSQ NEOBHODIMYM I DOSTATO^NYM: POSKOLXKU L@BYE OGRANI^ENIQ IME@T WID −(b^′_{j1}n_1+

. . . + b^′_{jk}n_k + c^′_j) ≤ a^′_{it}i_t ≤ b^′_{i1}n_1 + . . . + b^′_{ik}n_k + c^′_i, TO ESLI IZ KAVDOGO

TAKOGO DWOJNOGO NERAWENSTWA OPREDELIM PEREMENNU@ i_t, TO POLU- ^IM CELO^ISLENNU@ TO^KU PROSTRANSTWA ITERACIJ, UDOWLETWORQ- @]U@ WSEM OGRANI^ENIQM. dLQ PARALLELXNYH GIPERPLOSKOSTEJ W PROSTRANSTWE WNE[NIH PEREMENNYH, KAK I W PREDYDU]EM PUNKTE, DOSTATO^NO PROIZWESTI SRAWNENIE SWOBODNYH ^LENOW.

2.4 iSKL@^ENIQ fURXE-mOCKINA

pRQMOJ HOD METODA fURXE-mOCKINA[4] POZWOLQET OPREDELITX RACIO- NALXNU@ PUSTOTU ILI NEPUSTOTU ISHODNOJ OBLASTI. oDNAKO, ESLI DLQ POSLEDNEJ ISKL@^AEMOJ PRI POMO]I “TOGO METODA PEREMENNOJ CELO^I- SLENNOJ TO^KI NET, TO MOVNO UTWERVDATX, ^TO I WSQ OBLASTX CELO^I- SLENNO PUSTA, TO ESTX W TAKOM SLU^AE ZADA^A BUDET RE[ENA DO KONCA.

oDIN [AG ISKL@^ENIJ fURXE-mOCKINA SOSTOIT W SLEDU@]EM. sNA- ^ALA WYBIRAETSQ PEREMENNAQ z, KOTORAQ BUDET ISKL@^ATXSQ NA “TOM [AGE. eSLI WSE OGRANI^ENIQ NA z IME@T WID LIBO β ≤ bz, LIBO az ≤ α, GDE a I b — POLOVITELXNYE CELYE ^ISLA, TO PRI WYBORE DOSTATO^NO BOLX[OGO ILI, SOOTWETSTWENNO, DOSTATO^NO MALENXKOGO ZNA^ENIQ PERE- MENNOJ z MOVNO UDOWLETWORITX WSE TAKIE NERAWENSTWA. pO“TOMU WSE

NERAWENSTWA, SODERVA]IE “TU PEREMENNU@, MOVNO UDALITX I DALX[E NE RASSMATRIWATX. pUSTX TEPERX SU]ESTWU@T OGRANI^ENIQ KAK TOGO, TAK I DRUGOGO TIPA. tOGDA DLQ KAVDOJ PARY OGRANI^ENIJ β ≤ bz I

az ≤ α SOSTAWIM DWOJNOE NERAWENSTWO aβ ≤ abz ≤ bα. dLQ TOGO, ^TOBY

SU]ESTWOWALA RACIONALXNAQ TO^KA, UDOWLETWORQ@]AQ “TOMU NERAWEN- STWU, NEOBHODIMO, ^TOBY WYPOLNQLOSX USLOWIE aβ ≤ bα. wYPOLNIW TAKOE DEJSTWIE DLQ WSEH PAR OGRANI^ENIJ, POLU^IM OPISANIE OBLASTI W PROSTRANSTWE NA EDINICU MENX[EJ RAZMERNOSTI, KOTORAQ NAZYWAETSQ

real shadow.

eSLI NA KAKOM-LIBO [AGE ISKL@^ENIJ POLU^IM, ^TO ODNO IZ OGRA- NI^ENIJ SWERHU NA NEKOTORU@ PEREMENNU@ MENX[E KAKOGO-LIBO OGRANI- ^ENIQ SNIZU NA TU VE PEREMENNU@, TO MOVNO UTWERVDATX, ^TO OBLASTX RACIONALXNO PUSTA. eSLI DLQ POSLEDNEJ ISKL@^AEMOJ PEREMENNOJ NE POLU^IM PROTIWORE^IQ, TO MOVNO UTWERVDATX, ^TO OBLASTX QWLQETSQ RACIONALXNO NEPUSTOJ. eSLI MEVDU MAKSIMALXNYM IZ OGRANI^ENIJ SNIZU I MINIMALXNYM IZ OGRANI^ENIJ SWERHU NA POSLEDN@@ ISKL@^A- EMU@ PEREMENNU@ NET NI ODNOJ CELO^ISLENNOJ TO^KI, TO MOVNO UTWER- VDATX, ^TO ISHODNAQ OBLASTX CELO^ISLENNO PUSTA. oBRATNOE, WOOB]E GOWORQ, NE WERNO.

pOSLE ISKL@^ENIQ WSEH PEREMENNYH PROSTRANSTWA ITERACIJ POLU- ^AETSQ DOPOLNITELXNYJ NABOR OGRANI^ENIJ NA WNE[NIE PEREMENNYE. —TO PRIWODIT K SUVENI@ OBLASTI PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH. w DALXNEJ[EM CELO^ISLENNU@ TO^KU IMEET SMYSL ISKATX TOLXKO W PO- LU^ENNOJ OBLASTI.

2.5 iSKL@^ENIQ oMEGA-TESTA

oMEGA-TEST POZWOLQET OPREDELITX CELO^ISLENNU@ NEPUSTOTU DLQ BOLX- [OGO ^ISLA OBLASTEJ.

oDIN [AG ISKL@^ENIJ oMEGA-TESTA SOSTOIT W SLEDU@]EM. sNA^ALA WYBIRAETSQ PEREMENNAQ z, KOTORAQ BUDET ISKL@^ATXSQ NA “TOM [AGE. eSLI WSE OGRANI^ENIQ NA z IME@T WID LIBO β ≤ bz, LIBO az ≤ α, GDE a I b — POLOVITELXNYE CELYE ^ISLA, TO PRI WYBORE DOSTATO^NO BOLX[OGO ILI, SOOTWETSTWENNO, DOSTATO^NO MALENXKOGO ZNA^ENIQ PERE-

MENNOJ z MOVNO UDOWLETWORITX WSE TAKIE NERAWENSTWA. pO“TOMU WSE NERAWENSTWA, SODERVA]IE “TU PEREMENNU@, MOVNO UDALITX I DALX[E NE RASSMATRIWATX. pUSTX TEPERX SU]ESTWU@T OGRANI^ENIQ KAK TOGO, TAK I DRUGOGO TIPA. tOGDA DLQ KAVDOJ PARY OGRANI^ENIJ β ≤ bz I

az ≤ α SOSTAWIM DWOJNOE NERAWENSTWO aβ ≤ abz ≤ bα.

oPREDELIM USLOWIE, PRI KOTOROM SU]ESTWUET CELO^ISLENNOE RE[E- NIE NERAWENSTWA aβ ≤ bα, NO NE SU]ESTWUET CELO^ISLENNOGO RE[ENIQ

aβ ≤ abz ≤ bα, TO ESTX MEVDU aβ I bα NET CELYH ^ISEL, DELQ]IHSQ NA

ab. pUSTX i = ⌊β/b⌋. tOGDA ab i < aβ ≤ bα < ab(i + 1). tAK KAK ab(i + 1) − bα > 0 I WSE KO“FFICIENTY CELO^ISLENNYE ⇒ ab(i + 1) − bα ≥ 1 ⇒ a(i + 1) − α ≥ 1/b ⇒ a(i + 1) − α ≥ 1 ⇒ ab(i + 1) − bα ≥ b. aNALOGI^NO aβ−abi ≥ a. oTS@DA bα−aβ ≤ ab−a−b. pO“TOMU ESLI WY- POLNQETSQ OBRATNOE NERAWENSTWO bα−aβ > ab−a−b+1 = (a−1)(b−1), TO SU]ESTWUET CELO^ISLENNOE RE[ENIE ISHODNOGO DWOJNOGO NERAWEN- STWA. oBLASTX W PROSTRANSTWE NA 1 MENX[EJ RAZMERNOSTI, OPREDELQE- MAQ USLOWIQMI bα − aβ > (a − 1)(b − 1) DLQ KAVDOJ PARY NERAWENSTW β ≤ bz I az ≤ α, NAZYWAETSQ dark shadow.

eSLI DLQ WSEH OGRANI^ENIJ SNIZU b = 1 ILI DLQ WSEH OGRANI^ENIJ SWERHU a = 1, TO dark shadow SOWPADAET S real shadow, POLU^ENIE KOTO- ROJ OPISANO W PREDYDU]EM PUNKTE. w “TOM SLU^AE RACIONALXNAQ NEPU- STOTA OBLASTI WLE^ËT ZA SOBOJ CELO^ISLENNU@ NEPUSTOTU. ~EM MENX[E KO“FFICIENTY a I b, TEM BLIVE GRANICA dark shadow K GRANICE real

shadow, A ZNA^IT, TEM BOLX[AQ ^ASTX OBLASTI BUDET IS^ERPANA PRI

PROWERKE oMEGA-TESTA. pO“TOMU DLQ ISKL@^ENIQ WYBIRAETSQ W PERWU@ O^EREDX PEREMENNAQ S WOZMOVNO MENX[IMI KO“FFICIENTAMI.

eSLI DLQ POSLEDNEJ ISKL@^AEMOJ PEREMENNOJ BUDET NAJDENO CELO- ^ISLENNOE ZNA^ENIE, UDOWLETWORQ@]EE WSEM OGRANI^ENIQM, TO MOVNO

UTWERVDATX, ^TO ISHODNAQ OBLASTX QWLQETSQ CELO^ISLENNO NEPUSTOJ, A ZNA^IT ZADA^A BUDET RE[ENA DO KONCA.

iSKL@^IW TAKIM OBRAZOM WSE PEREMENNYE PROSTRANSTWA ITERACIJ, POLU^IM DOPOLNITELXNYJ NABOR OGRANI^ENIJ NA WNE[NIE PEREMENNYE. oBLASTX W PROSTRANSTWE WNE[NIH PEREMENNYH PRI “TOM RAZBIWAETSQ NA DWE, W ODNOJ IZ KOTORYH (GDE UDOWLETWORQ@TSQ USLOWIQ, POLU^EN- NYE W REZULXTATE RABOTY oMEGA-TESTA) OPREDELENO, ^TO CELO^ISLENNAQ TO^KA ESTX I, SLEDOWATELXNO, OSTAETSQ TOLXKO POLU^ITX NEIZBYTO^NOE OPISANIE, A W DRUGOJ (ESLI ONA NE PUSTA) NUVNO PRODOLVATX POISK.

2.6 pEREBOR GIPERPLOSKOSTEJ

eSLI ISKL@^ENIQMI oMEGA-TESTA NE POLU^ILI CELO^ISLENNOJ TO^KI, TO OSTAËTSQ PROWERITX TOLXKO TO^KI MEVDU GRANICAMI dark shadow I real shadow. wY[E POKAZANO, ^TO ESLI SU]ESTWUET CELO^ISLENNAQ TO^KA, TO DOLVNO WYPOLNQTXSQ ab − a − b + aβ ≥ bα ≥ abz ≥ aβ. oPREDELIM MAKSIMALXNYJ IZ KO“FFICIENTOW a W OGRANI^ENIQH SWERHU NA z, I DLQ KAVDOGO OGRANI^ENIQ SNIZU bz ≥ β PROWERQEM, SU]ESTWUET LI CELO^ISLENNAQ TO^KA NA GIPERPLOSKOSTI bz = β + i DLQ WSEH i TAKIH, ^TO (ab − a − b)/a ≥ i ≥ 0. pEREBOR GIPERPLOSKOSTEJ, NAHODQ]IHSQ W OBY^NO DOSTATO^NO UZ- KOJ OBLASTI MEVDU GRANICAMI real shadow I dark shadow, POZWOLQ- ET RE[ITX ZADA^U OPREDELENIQ CELO^ISLENNOJ PUSTOTY ILI NEPUSTOTY DO KONCA. pRI “TOM PEREBOR, PROIZWODIMYJ OPISANNYM WY[E SPOSO- BOM, POZWOLQET MINIMIZIROWATX KOLI^ESTWO PEREBIRAEMYH GIPERPLOS- KOSTEJ. —TOT PROCESS MOVET BYTX WESXMA DOLGIM, NO, K S^ASTX@, ON REDKO NEOBHODIM NA PRAKTIKE, PO“TOMU ON PROIZWODITSQ W POSLEDN@@ O^EREDX. rE[ENIE ZADA^I DLQ KAVDOJ TAKOJ GIPERPLOSKOSTI MOVET PRIWESTI K NOWOMU RAZBIENI@ OBLASTI W PROSTRANSTWE WNE[NIH PERE- MENNYH. pEREBOR ZAKAN^IWAETSQ, ESLI OKAZYWAETSQ IS^ERPANNOJ WSQ OBLASTX Δ_N ILI ESLI BUDUT PEREBRANY WSE GIPERPLOSKOSTI.

2.7 pOLU^ENIE NEIZBYTO^NOGO OPISANIQ

nA “TAPE PROWERKI “WRISTIK MY IZBAWILISX OT IZBYTO^NYH GIPERPLOS- KOSTEJ, PARALLELXNYH DRUGIM GIPERPLOSKOSTQM. tEPERX DLQ POLU^EN- NYH OPISANIJ CELO^ISLENNO NEPUSTYH OBLASTEJ REALIZUEM OSNOWNOJ ALGORITM POLU^ENIQ NEIZBYTO^NOGO OPISANIQ. dLQ KAVDOJ GIPERPLOS- KOSTI Γ = a_1i_1 + . . . + a_ni_n ≤ b_1n_1 + . . . + b_kn_k + c RASSMATRIWAEM GI- PERPLOSKOSTX Γ^′ = a_1i_1 + . . . + a_ni_n ≥ b_1n_1 + . . . + b_kn_k + c + 1, I ESLI OBLASTX (Ω_I \ Γ) ∩ Γ^′ CELO^ISLENNO PUSTA DLQ L@BYH ZNA^ENIJ WNE[NIH PEREMENNYH, TO OGRANI^ENIE Γ QWLQETSQ IZBYTO^NYM, I MY MOVEM EGO OTBROSITX. eSLI VE “TA OBLASTX CELO^ISLENNO PUSTA LI[X DLQ NEKO- TORYH ZNA^ENIJ WNE[NIH PEREMENNYH, TO SOOTWETSTWU@]AQ OBLASTX W PROSTRANSTWE WNE[NIH PEREMENNYH RAZBIWAETSQ NA DWE PODOBLASTI, W ODNOJ IZ KOTORYH OGRANI^ENIE Γ IZBYTO^NO, A W DRUGOJ SU]ESTWENNO.

2.8 gARANTIQ SOHRANNOSTI FORMY MNOGOGRANNIKOW

dLQ ZAWER[ENIQ KANONIZACII OPISANIQ POLU^ENNYH MNOGOGRANNIKOW NUVNO GARANTIROWATX, ^TO W KAVDOJ IZ POLU^ENNYH CELO^ISLENNO NE- PUSTYH OBLASTEJ S NEIZBYTO^NYM OPISANIEM NI ODNO REBRO NE STQGI- WAETSQ W TO^KU. —TO OZNA^AET, ^TO NUVNO PROIZWESTI NOWOE PODRAZBIE- NIE OBLASTI PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH TAKIM OBRAZOM, ^TOBY OPISANIE KAVDOJ POLU^ENNOJ PODOBLASTI BYLO KANONI^ESKIM.

uSLOWIE NESTQGIWANIQ REBER MNOGOGRANNIKA W TO^KU “KWIWALENT- NO TOMU, ^TO NIKAKIE DWE WER[INY NE DOLVNY SOWPASTX PRI IZMENE- NII ZNA^ENIJ WNE[NIH PEREMENNYH. —TO MOVNO PROWERITX SLEDU@]IM OBRAZOM. dLQ POISKA WER[IN W PROSTRANSTWE ITERACIJ PEREBIRAEM WSE NABORY IZ n OGRANI^ENIJ. eSLI SISTEMA, SOSTAWLENNAQ IZ “TIH OGRA- NI^ENIJ, SOWMESTNA, TO DLQ PRINADLEVNOSTI WER[INY MNOGOGRANNIKU NEOBHODIMO, ^TOBY ONA UDOWLETWORQLA WSEM OSTALXNYM OGRANI^ENIQM. eSLI WER[INA UDOWLETWORQET “TIM OGRANI^ENIQM TOLXKO DLQ NEKOTO- ROJ PODOBLASTI W OBLASTI Δ_N PROSTRANSTWA WNE[NIH PEREMENNYH, TO “TO PRIWODIT K DOPOLNITELXNOMU PODRAZBIENI@ OBLASTI Δ_N .

3 zAKL@^ENIE

nA OSNOWANII OPISYWAEMYH METODOW W RAMKAH PROEKTA V-Ray RAZRABO- TAN KOMPLEKS PROGRAMM, KOTORYJ DLQ ZADANNOJ OBLASTI PROSTRANSTWA ITERACIJ WYDAET SPISOK CELO^ISLENNO NEPUSTYH PODOBLASTEJ I, ESLI TREBUETSQ, DLQ POLU^ENNYH OBLASTEJ STROITSQ NEIZBYTO^NOE OPISA- NIE. wAVNO OTMETITX, ^TO OPISYWAEMYJ I REALIZOWANNYJ ALGORITM POZWOLQET RE[ITX POSTAWLENNU@ ZADA^U DO KONCA DLQ L@BOJ ISHODNOJ OBLASTI. oDNAKO, KAK POKAZYWAET PRAKTIKA ANALIZA REALXNYH PRO- GRAMM, PO^TI WSE SLU^AI RAZRE[A@TSQ DO KONCA UVE NA “TAPE PROWERKI “WRISTIK, I KRAJNE REDKO PRIHODITSQ PROIZWODITX PEREBOR GIPERPLOS- KOSTEJ.

l I T E R A T U R A

[1] wOEWODIN. w. w. mATEMATI^ESKIE OSNOWY PARALLELXNYH WY^ISLE-

NIJ// m.: iZD. mOSK. UN-TA, 1991. 345S.

[2] wOEWODIN. wL. w. tEORIQ I PRAKTIKA ISSLEDOWANIQ PARALLELIZMA

POSLEDOWATELXNYH PROGRAMM// pROGRAMMIROWANIE. 1992. N^∘ 3. C. 38-53.

[3] Pugh. W. A Practical Algorithm for Exact Array Dependence Analysis// Communications of the ACM. August 1992. Vol. 35, N^∘ 8. P. 102-114.

[4] Danzig G., Eaves. B. C. Fourier-motzkin elimination and its dual// Journal of Combinatorial Theory. 1973. A(14). P. 288-297.